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Este articulo ofrece una perspectiva de trabajo teorico integral, en la
cual las matemdticas se definen como una prdctica cultural. Lo que
implica esta definicion es que aprender matemdticas es socializarse
con las formas del conocimiento usadas por la comunidad de
matemdticos y de profesores de matemdticas. Se analizan cuatro
aspectos del proceso de socializacion: la redescripcion de significados
para adaptarlos a los sistemas de simbolos aprendidos en
matemdticas; la influencia de las conexiones creadas por los
profesores en el aula entre los nuevos conceptos y los viejos
significados; las consecuencias de usar sistemas de simbolos
particulares como mediadores en el razonamiento; el desarrollo de
representaciones sociales de lo que son las matemdticas (y el proceso
asociado de valoracion de métodos especificos) que se plantean en el
aula. Se presentan brevemente las implicaciones para aulas
multiculturales.

This paper offers an integrated theoretical perspective of work where
mathematics is defined as a cultural practice. The implication of this
definition is that to learn mathematics is to become socialized into the
ways of knowing used in the community of mathematicians and
mathematics teachers. Four aspects of the process of socialization are
discussed: the redescription of meanings to fit with the systems of
signs learned in mathematics, the influence of the connections created
by teachers in the classroom between the new concepts and the old
meanings, the consequences of using particular systems of signs as
mediators in reasoning, and the development of social representations
of what mathematics is (and the associated process of valorization of
particular methods) which takes place in the classroom. Implications
Sfor multicultural classrooms are briefly discussed.
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En esta presentacion, deseo partir de la idea segin la cual la
matemadtica es una préctica cultural, situada en el tiempo y el espa-
cio' y definida por la comunidad de matematicos. Aunque se pueda
admitir que esta comunidad es muy reducida, las formas de conocer
que desarrollan son de gran valor para muchos, probablemente para
todos. Si la matemdtica es una prdctica cultural, aprender matemdti-
ca involucra socializarse en esa forma particular de conocer. Mi in-
tencion en esta presentacion es discutir el proceso de socializacion
mental desde una perspectiva psicoldgica. En este intento, procuraré
presentar un punto de vista integrado de las teorias psicoldgicas y de
la investigacion, pero no pretendo proporcionar una revision in exten-
so de toda la informacién disponible.

En la primera parte, el tema de la validez del conocimiento como
una practica cultural serd examinada desde planteamientos matemati-
cos mas que en forma general. Esta es una seccion breve, con el pro-
posito de demostrar que ver la matemdtica como una préctica cultural
no la hace relativista o cuestionable, sino mas bien, que requiere una
concepcion particular de la naturaleza de los significados matemati-
cos y de los axiomas, la cual ya existe en la comunidad académica.
En cada una de las secciones que viene a continuacion, se discutird
un aspecto del proceso de socializacion. La segunda seccion conside-
ra la relacion entre la vida diaria y los conceptos matematicos en re-
lacion a la solucion de problemas. La tercera seccidon examina la in-
fluencia del sistema de signos matematicos, desarrollados cultural-
mente, sobre el razonamiento. LLa cuarta seccidn discute el proceso
social de asignar notas al conocimiento matematico en las aulas, re-
forzando la concepcion de la matematica como una practica cultural.
Finalmente, la presentacion concluye con una muy breve discusion
de las implicancias de este proceso de socializacion para una socie-
dad multicultural.

1. Notese que “situado”, en este texto, no quiere decir que es una forma cognitiva
que no puede ser usada en situaciones diferentes, como sucede en algunas de las
interpretaciones de la expresidon “cognicién situada”.
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1. ¢Es el relativismo una consecuencia de un punto de vista
cultural del conocimiento matematico?

La historia de la filosofia estd impregnada de amenazas a la vali-
dez del conocimiento. Una antigua amenaza parecia provenir de las
posturas idealistas y racionalistas, que veian en la mente el origen del
conocimiento: si el conocimiento depende de la naturaleza de la mente,
parecia dificil demostrar que el conocimiento no era meramente una
proyeccion de la mente. Este escepticismo se aplicaba en mayor me-
dida a las ciencias naturales y la matemdtica parecia escapar incluso
al escepticismo radical de Hume, quien estaba (aunque sélo poste-
riormente) dispuesto a conceder “a la matematica su certidumbre en
vista del argumento que hace referencia no sélo a hechos reales sino
que Unicamente a relaciones de ideas. Entre ideas hay relaciones ne-
cesarias e inalterables, precisamente porque no dependen de nada que
exista en el universo, sino que deben su ser solamente a la actividad
del pensamiento” (Cassirer, 1950, p. 24).

Ultimamente, una nueva especie de amenaza a la validez del co-
nocimiento ha sido objeto de discusion, esta vez emergiendo de estu-
dios de sociologia del conocimiento. En una de sus formulaciones mas
conocidas, Thomas Kuhn (1970) ha argumentado vigorosamente que
la historia de los desarrollos en la ciencia no puede ser vista como un
simple proceso de aproximaciones sucesivas a la verdad, mientras el
mundo refuerza directamente nuestro mejor conocimiento de €l, debi-
do a nuestro creciente poder de acertar. Los desarrollos cientificos son,
por el contrario, explicados por la historia de las ideas, las que son
desarrolladas, desafiadas y validadas por una comunidad de investi-
gadores, que decide lo que es un problema, lo que necesita ser expli-
cado para comenzar y qué métodos pueden ser acreditados como for-
mas validas de conocer. La validacion de los métodos no es un asun-
to puramente objetivo y lo que no se reconoce hoy dia puede ser re-
conocido mafiana con tanta validez, al igual que lo que no era reco-
nocido ayer puede no ser aceptado hoy. Sin embargo, esta validacion
tiene un valor simbdlico: permite aserciones de tener una opcion de
validez, que va mas alld de la perspectiva particular de aquellas que
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producen el conocimiento (Glick, 1996). En el fondo de este desafio,
estd el reconocimiento que el conocimiento no es sélo un producto
de la mente, como lo proponen los racionalistas, sino que también un
producto cultural, situado en el tiempo y en el espacio y validado por
una comunidad que posee suficiente prestigio para validarlo.

(Puede este nuevo desafio conducir a un relativismo en la mate-
matica? A primera vista podria aparecer que la matemaética no puede
ser salvada de esta nueva clase de escepticismo: si las ideas matema-
ticas “deben su ser nada mds que a la actividad del pensamiento” y si
el pensamiento es influido por la cultura, podria ser que no hay rela-
ciones necesarias € inalterables entre las ideas. Pero me parece que
las matemadticas ya habian enfrentado este desafio con la formulacién
de las geometrias no-euclidianas y habian encontrado una aproxima-
cion a la asimilacion de una pluralidad de geometrias, que no requie-
re una forma radical de relativismo.

Las geometrias no-euclidianas fueron vistas, inicialmente, como
que colocaban una seria dificultad a la matematica: “reconocer una
pluralidadd de geometrias parecia significar renunciar a la unidad de
razon” (Cassirer, 1950, p. 24). Pero desarrollos posteriores, tanto en
geometrias no-euclidianas como en ideas filoséficas més tarde, deja-
ron en claro que no era la unidad de razén la que estaba en juicio,
sino los puntos iniciales en el razonamiento sobre el espacio:

Las figuras geométricas no deben ser consideradas como absolu-
tas, dadas y fijas de una vez y para siempre en razén de su naturale-
za; por el contrario, ellas cambian con las geometrias separadas, por-
que el modo y el principio de juntarlas decide lo que va a ser consi-
derado como “lo mismo” o como “no lo mismo”. En la geometria
euclidiana, los tridngulos similares, que son distinguibles sélo a través
de su posicion absoluta en el espacio y por la longitud de sus lados, no
son figuras diferentes, sino que una sola figura; desde un punto de vis-
ta conceptual, sus diferencias se explican como inconsecuentes o for-
tuitas. Es obvio que este es un inmenso paso adelante en el pensamien-
to, comparado con el planteamiento de la percepcion comun, que reco-
noce sélo un esto y ahora; vale decir, s6lo figuras espacialmente deter-
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minadas e individualizadas. Este método de “equivalencia” o defini-
cién por abstraccion es una de las operaciones fundamentales para el
pensamiento matemdtico en general. Pero tal abstracciéon puede ir
mucho mads alld de cualquier uso que se haga de ella en la geometria
euclidiana (Cassirer, 1950, p. 33).

En resumen, la solucién a la aparente contradiccion entre la exis-
tencia de varias geometrias y la unidad de la mente fue posible me-
diante el cambio de significados, tanto de las ideas que vale “tener en
cuenta “ y del término “axioma”.

El cambio de las ideas que cuentan se puede ejemplificar en esta
cita: “Al pasar de una geometria a otra se ve constantemente el cam-
bio peculiar en significado. Por ejemplo, en la geometria afin ya no
hay mds asunto de longitud y angulo. El concepto de los ejes mayo-
res de una seccion conica es eliminado e, igualmente, la distincion
entre un circulo y una elipse. Por otra parte, se mantiene la distincion
entre la extension finita e infinita del espacio y, por consiguiente, todo
lo relacionado (Cassirer, 1950, p. 33, cursiva en el original).

Pero un cambio en las ideas que cuentan no fue suficiente; tam-
bién se requeria un cambio en el concepto de axioma:

... el concepto moderno de axioma difiere caracteristicamente del
antiguo. Ya no hay mds aseveraciones sobre los contenidos que ten-
gan certeza absoluta, ya sea que se conciban como puramente intuitivos
o racionales. Son mds bien proposiciones del pensamiento, que las
predisponen a la accion mediante argucias, que deben ser concebidas
en forma tan amplia e inclusiva para que queden abiertas a cualquier
aplicacion concreta, que uno desee hacer de ellas en el campo del
conocimiento. Si uno acepta este sentido de los “axiomas”, que se
plante6 por primera vez en forma clara en la moderna logica de las
matematicas, entonces el conflicto sobre la verdad de los diferentes
sistemas de axiomas de la geometria se hard fiitil, porque estos siste-
mas no pretenden resolver cuestiones ontologicas. No intentan repre-
sentar un cierto objeto llamado “espacio”, ya sea trascendente o
fenoménico, ya que las representaciones necesariamente entrarian en
conflicto. Los axiomas no son cuadros sino que patrones, en el senti-
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do que ellos no describen ninguna cosa dada sino que son disefios o
planes para completacion futura (Cassirer, 1950, pp. 45-46).

Estas dos ideas —lo que es y no es lo mismo puede definirse en
un sistema (y no necesita ser dado desde la intuicién) y que los axio-
mas no necesitan ser auto-evidentes sino que a través de artificios que
preparan la mente para la accion- aclaran por qué las matematicas,
vistas como una prictica cultural, no se agregan directamente al
relativismo. Del mismo modo como uno puede ser llevado a ignorar
la forma si ésta es considerada irrelevante para una tarea particular,
aunque continuemos viendo tridngulos y cuadrados como algo dife-
rente, podemos ser socializados en las matematicas al tratar como “lo
mismo” muchas cosas que inicialmente vimos como diferentes para
propositos de formas particulares de conocer o resolver problemas.
La coherencia de razonar es dada por las invariantes relevantes en el
sistema: sOlo esas propiedades que permanecen invariantes cuando las
transformaciones son llevadas a cabo, definen equivalencia. De este
modo, el concepto de invarianza es fundamental para establecer un
enfoque de las matemadticas que no sea relativista y que sin embargo,
acomode una pluralidad de geometrias —o, para ponerlo de modo mads
general, las practicas matemdticas partiendo de una pluralidad de axio-
mas—.

2. La socializacion de significados en conceptos matematicos

Cuando los niflos comienzan a aprender matemadticas en la es-
cuela, evidentemente no son mentes vacias. Traen a la clase de mate-
matica significados que asignardn a los sistemas de signos matemati-
cos que se les ensefien. La tesis central de Piaget era que los signifi-
cados bdsicos de los conceptos matemadticos emergen de los esque-
mas de acciones de los nifios, esto es, acciones generalizables y
estructuradas, que pueden aplicarse a una variedad de objetos y las
cuales se centran en las relaciones entre objetos y sus transformacio-
nes, mds que en los objetos en si. Los nifios pueden comparar, orde-
nar cosas, unir y separar, contar de diversas formas para resolver
problemas, hacer correspondencias, etc., y estos esquemas de accion
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proporcionaran los primeros significados para los signos matematicos
que se ensefien en la escuela.

La naturaleza l6gico-matematica de los esquemas de accion que-
da demostrada por la habilidad de los nifios para hacer deducciones
en ausencia de informacion perceptual. Por ejemplo, Frydman y Bryant
(1988) han demostrado que los nifios de cinco afos, sin contar los
conjuntos o hacer nuevas comparaciones, pueden concluir que dos
conjuntos tienen e/ mismo numero si ellos compartieron los conjun-
tos sobre la base de uno-para-ti y uno-para-mi. La acciéon de compar-
tir es suficiente para establecer la igualdad. Mds recientemente,
Kornilaki (en Nunes y Bryant, 1996) ha demostrado que incluso ni-
fos pequefios pueden entender el ordenamiento de conjuntos sobre la
base de diferentes proporciones de un conjunto de comparacion: si se
les pide que imaginen que hay dos bolsas de dulces dentro de cada
uno de cinco vagones en un grupo y tres bolsas dentro de cada uno
de los cinco vagones en un segundo grupo, concluyen que hay mas
bolsas de dulces dentro del segundo grupo.

Como Piaget sugirid, los esquemas de accion de los nifios po-
drian formar la base de futuras relaciones. Sin embargo, falta un ele-
mento significativo en esta teoria: cuando los nifios llegan al colegio,
ya ha comenzado el proceso de socializacion de los significados ma-
tematicos mediante sistemas colectivos de signos. Incluso antes de
iniciar la escuela, muchos nifios han empezado a contar. Todos conta-
mos usando el sistema de numeracion oral disponible en nuestra cul-
tura y los nifios hacen progresos mayores o menores para dominar el
sistema de contar transmitido culturalmente como una funcién de la
dificultad del sistema. La investigacion ha demostrado que los nifios
que aprenden a contar en japonés, no s6lo aprenden las palabras para
contar mds rapido, sino que también comprenden la estructura de base
diez antes que los nifios que aprenden a contar en inglés y esta dife-
rencia ha sido atribuida a la regularidad del sistema de numeracion ja-
ponesa (ver, por ejemplo, Miura et al., 1994) Trabajos recientes han
demostrado este efecto de regularidad incluso entre nifios que asisten a
los mismos colegios y que viven en las mismas aldeas: nifios de habla
galesa, que usan un sistema de contar regular, aprenden a contar mas
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rdpido y comprenden el sistema de base diez a una edad mds tempra-
na que los de habla inglesa (McLean et al., 1996). La socializacién
del pensamiento involucrado en el uso de sistemas de numeracién
puede ser reconocido con facilidad cuando tratamos de responder pre-
guntas tales como: ;Cudntas decenas hay en 2387, ;cudntas veces cabe
7 en esa cifra?. Mientras la primera pregunta es muy féacil ya que prac-
ticamente podemos ver las 23 decenas, la segunda pregunta sélo pue-
de responderse después de una pausa, en la cual calculamos.

La socializacion de los significados matematicos no esta restrin-
gida a contar. Hay muchas palabras que los nifios aprenden antes de
la escuela, que también tienen relacion con el aprendizaje matemati-
co. Como lo senalé6 Walkerdine (1988), la palabra “mas” es usada a
menudo por los nifios en el contexto de pedir més chocolate, por ejem-
plo, y adquiere un significado que no se equipara al que se pretende
en algunas situaciones escolares, tales como los problemas de com-
paracion (para una variedad de ejemplos de usos de términos en la
vida diaria, con un significado distinto del que se le asigna en la es-
cuela, ver Pimm, 1987)32.

En sintesis, hay una vasta literatura que muestra que los jovenes
son capaces de hacer deducciones de naturaleza logico-matematica
sobre la base de esquemas de accion y usar estos esquemas en coor-
dinacién con sistemas colectivos de signos, tales como contar o el
lenguaje oral. Los esquemas de accion y los sistemas de signos que
los aprendices traen al colegio formaran la base de conocimiento con
la cual aprenderan matematicas en el colegio. Pero los esquemas de
accion no corresponden en forma directa con los significados que de-
ben atribuirse a signos matematicos tales como +, -, 0 = en la escue-
la. Como lo hizo notar Andre Giordan (1989), cuando los alumnos
asimilan informaciéon del mundo exterior, incluyendo lo que se les

2. Walkerdine nos recuerda incluso que, en este proceso de socializacion, las mismas
expresiones llegan a adquirir diferentes significados simbdlicos en grupos diversos
dentro de la misma cultura, un aspecto de particular interés cuando la clase de
matemadtica es multicultural. Este aspecto serd tratado en la seccién 4.
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ensefia en clases, no puede haber un simple proceso de equiparar los
viejos significados con los nuevos signos: “un nuevo elemento no se
inscribe por si mismo directamente en la linea del conocimiento ante-
rior” (Giordan, 1989, pp.251). Esto significa que los significados co-
nocidos constituyen una base para el aprendizaje, pero tambi€n un obs-
tdculo [un obstdculo epistemoldgico, para usar la expresion de
Bachelard (1938)]: los significados necesitan ser cambiados, para ser
socializados de acuerdo al sistema de signos que los nifios estdn apren-
diendo en la clase de matematica.

El proceso de socializacion de los significados diarios en con-
ceptos matematicos puede ser denominado, siguiendo a Annette
Karmiloff-Smith (1993), un proceso de redescripcion representacional.
Usaré el término “redescripcion” aqui con un significado ligeramente
diferente que el propuesto por Karmiloff-Smith, para enfatizar el he-
cho que los significados que se derivan de los esquemas de accidon
son reformulados -esto es, redescritos- cuando los aprendices estable-
cen una conexion entre sus antiguos significados y los nuevos siste-
mas de signos aprendidos en la clase. Aunque “redescripcién” es un
término cognitivo, los procesos que conducen a la redescripcion en el
aprendizaje matematico son sociales en naturaleza, tanto porque los
sistemas de representacion a ser aprendidos son convencionales, como
también porque el aprendizaje es logrado en una interaccion social,
donde los profesores promueven en la clase ciertas conexiones entre
los nuevos signos y los viejos significados, mas que otras que tam-
bién podrian ser posibles. Estos dos aspectos estan ilustrados en la
seccion que sigue.

La socializacion a través del aprendizaje de signos convenci-
onales para las operaciones.

Un tipo de redescripcion de significados involucra comprimir di-
ferentes esquemas de accion en un sistema simplificado de represen-
tacion con menores opciones. Por ejemplo, todos los diferentes es-
quemas de accidn relacionados con las estructuras aditivas pueden ser
representados en la expresion a+b=c y las formas involucradas c-a=b
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y c-b=a. Esta expresion puede significar una transformacion (aumen-
tard sumando b ), una diferencia estatica (c es b mas que a), la unién
de conjuntos (a y b ambos considerados), etc. Para que los signos de
substraccion y adicién se relacionen con estos significados diferentes,
es necesaria una redescripcion representacional: los esquemas de ac-
cion que fueron vistos como diferentes, deben ser tratados como “lo
mismo”.

Una serie de bien documentados ejemplos acerca de la dificultad
de esta redescripcion proviene de la investigacion sobre resolucion de
problemas de los nifios. Cuando ellos aprenden representaciones arit-
méticas en el colegio, no hay un apareo simple entre sus esquemas de
accion y los signos matematicos que aprenden. Primero, los esquemas
de accion no pueden usarse en los nimeros porque éstos ofrecen una
representacion comprimida de los objetos (8 en una representacion de
ocho objetos individuales que pueden ser contados, separados en con-
juntos, etc. cuando son individualizados). Mds aun, la labor realizada
por varios esquemas de accidon necesita ser ejecutada por dos opera-
ciones aritméticas en los primeros afos escolares: adicion y substrac-
cion. Varios estudios sobre estas operaciones han demostrado el pun-
to: los nifios son capaces de resolver un problema usando esquemas
de accion, sin saber cual operacion aritmética es adecuada para calcu-
lar el resultado formalmente. Hudson (1983), por ejemplo, ha demos-
trado que los nifios pueden resolver problemas que involucran compa-
raciones entre conjuntos cuando pueden utilizar sus esquemas de con-
tar. Si se les pone el siguiente problema: “Hay 6 nifios y 4 globos:
(cuantos nifios no van a recibir globos?” y se les muestra imagenes de
los nifios y de los globos frente a ellos, los nifios de cinco afos tipica-
mente van a contar los globos y luego contar los nifios hasta el 4 (es
decir, los nifios para los cuales hay globos) y luego contaran los nifios
que quedan. Sin embargo, los mismos nifios no pueden indicar cual
operacion aritmética podria usarse para resolver este problema.

Este desencuentro entre la habilidad para resolver problemas
mediante esquemas de accion y mediante representaciones formales
ha sido documentada una y otra vez en la literatura respecto a nifios
(ver, por ejemplo, Marton y Neuman, 1990; Nunes y Bryant, 1996;
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Nunes y Moreno, 1996) asi como tambien ha sido documentada en
trabajo con adultos sin escolaridad (Nunes, 1992), cuyos esquemas
de razonamiento no han sido socializados en las formas particulares
prescritas por la escuela (estoy usando la expresion “esquemas de ra-
zonamiento” para referirme a maneras de resolver problemas que, a
diferencia de los esquemas de accién, pueden ser aplicados a repre-
sentaciones comprimidas, tales como los nimeros). Los adultos sin
escolaridad, que son perfectamente capaces de resolver una variedad
de problemas aritméticos en la vida diaria, mostraron marcada difi-
cultad cuando se les pidié que resolvieran problemas carentes de su-
mando usando una calculadora. Para poder usar este artefacto, uno
debe ingresar las representaciones formales como series de comandos
(Ej. 93-29). Por ejemplo, la calculadora no trabaja soluciones que
involucran contar desde el primer sumando hasta el valor total, cuan-
do resuelve un problema con el sumando omitido.

Por ejemplo, el trabajo llevado a cabo con adultos sin escolari-
dad por mi misma y mis anteriores colegas Analucia Schliemann y
David Carraher, en Brasil, y por Sylvia Scribner y sus colegas en lu-
gares de trabajo en los Estados Unidos, ha mostrado que la socializa-
cion de esquemas de razonamiento también tiene lugar fuera de la
escuela, cuando los adultos estan involucrados en précticas particula-
res que involucran cdlculo. Estos estudios documentaron la
reformulacion del pensamiento por otras practicas culturales distintas
de la escuela y, correspondientemente, la gran variedad de soluciones
que no podrian ser buenos pareamientos para las formas particulares
de representar soluciones a los problemas utilizados en la escuela. Los
envasadores de leche de Scribner, por ejemplo, parecian razonar usando
una base de razonamiento de 16, aunque contaban en inglés, porque
las cajas en que tenian que pensar todo el tiempo contenian 16 unida-
des (Scribner, 1986). Ellos se socializaron en este modo de pensar en
su lugar de trabajo y los graduados de secundaria, que no se habian
socializado en €l, mostraron soluciones mucho menos eficientes para
el mismo tipo de problema.

Los estudios de adultos con escasa o nula escolaridad también
demostraron que los procedimientos usados en la matemadtica de la
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calle (esto es, la matematica usada fuera del colegio) se apoya clara-
mente en los invariantes que son relevantes para la simplificaciéon de
pasos en el célculo. En la aritmética oral, usada tipicamente en la
matematica callejera, se demostré que los procedimientos de adicion
y sustraccion estaban basados en la propiedad de asociatividad y que
los procedimientos de multiplicacién y division estaban basados en la
distributividad (ver Nunes, Schliemann, y Carraher, 1993, para discu-
sién posterior). Considerando que estas son las mismas invariantes que
permiten que los célculos procedan de manera algoritmica basados en
los nimeros escritos que se ensefian en la escuela, se puede concluir
que la calle, el lugar de trabajo y la escuela socializan a los aprendi-
ces en practicas diferentes, que son, sin embargo, matemdaticamente
equivalentes, incluso si son psicolégica y culturalmente distintas.

Socializacion mediante las conexiones particulares entre sig-
nos y significados promovidos en la escuela.

Cuando se introducen conceptos matemdticos en la sala de cla-
ses, los profesores tienen que escoger un contexto en el cual se intro-
duce el concepto. Este puede ser creado mediante situaciones proble-
mas presentadas en forma oral, mediante referencias a otros concep-
tos, a través de dibujos, diagramas, etc. Cualquiera que sea el medio,
los profesores necesitan facilitar una conexion entre el nuevo concep-
to que se estd ensefiando y algo que los alumnos saben de antemano.
Se crea socialmente la conexion en la clase y el profesor, en princi-
pio, tiene muchas opciones (aunque los profesores puede que no es-
tén conscientes de las diferentes posibilidades).

Como ocurra la reformulacién de antiguos significados para
adecuarse a un nuevo concepto matemadtico, depende de como se in-
troduzca el concepto y cdmo se use en la clase. Por ejemplo, es muy
facil (y una practica muy corriente) ensefiar multiplicaciéon a los ni-
fos conectdndola a la adicion repetida. Los nifios comprenden sin di-
ficultad que si ellos suman, por ejemplo, 5 tres veces, esto puede
simplificarse como “tres cincos” o “tres veces cinco”. Esta conexion
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entre mutiplicacion y adicién da a los niflos una estrategia para el
calculo -pueden resolver sumas de multiplicacién mediante adicion
repetida- y les permite conectar el nuevo concepto con algo familiar.
Sin embargo, el precio de este sendero particular, en la socializacion
del pensamiento de los niflos, puede ser que el significado que los
jovenes conectan con la multiplicacion necesitard mucha re-descrip-
cién para que puedan progresar mds alld de las etapas iniciales, por-
que siempre hay invariantes en el concepto de multiplicacién que no
son parte del concepto de adicion. Es posible que los nifios compren-
dan algo de estas invariantes, pero que no puedan anclar el nuevo
concepto en sus esquemas de accion mads relevantes, porque estos es-
quemas no fueron evocados en la clase.

Peter Bryant y yo (Nunes y Bryant, 1996), hemos planteado la
hipétesis que el significado basico para la comprension de la multi-
plicacion en los nifios debiera buscarse en un esquema de accion muy
diferente del que se usé en la adicion: el esquema de correspondencia
uno-a-muchos. Cuando tratamos la multiplicacion como una adicién
repetida, las ideas de correspondencia y pares ordenados no son con-
sideradas y puede que no sean representadas en forma alguna por el
aprendiz. Las dificultades que encuentran los nifios para reformular
este concepto inicial de multiplicacién ha sido documentado por mu-
chos investigadores y no necesita ser discutido aqui.

Al revés de los que aprenden en la escuela, quienes han sido so-
cializados en el concepto de multiplicacion como adicién repetida,
supervisores de construccion y pescadores con muy poca escolaridad
(ver Nunes, Schliemann y Carraher, 1993), quienes aprenden sobre la
multiplicacién en su vida diaria, parecen anclar su comprension de
las relaciones multiplicativas en el esquema de rezonamiento uno-a-
muchos. Cuando los supervisores, por ejemplo, razonan sobre llevar a
una construccion real el tamafio de una muralla, a partir de un dibujo a
escala, ellos claramente hablan sobre qué valor en el papel corresponde
a qué valor en la construccion. Aunque ellos resuelven muchas multi-
plicaciones usando la adicion repetida, no confunden la adicién con
la multiplicacién y continuamente se refieren a la correspondencia entre
variables durante sus calculos. Los nifios que eran buenos usuarios de
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la matemaética de la calle también hacian de esta manera sus cdlculos
de multiplicacién. En un ejemplo muy notable en relaciéon a la co-
rrespondencia entre dos variables, a M., un muchacho de 12 afios que
estudié sélo hasta tercer grado en el colegio (que es cuando la multi-
plicacion y la divisién se introducen por primera vez en las escuelas
brasilefias), se le pregunt6 cudl seria el costo de diez cocos, después
de informarnos que el precio de cada coco era de 35 cruceiros (mo-
neda brasilena). Su respuesta fue: “ Tres serdn ciento cinco; con tres
mds, serdn doscientos diez [pausa]. Necesito cuatro mds. Eso es... [pau-
sa] trescientos quince...Pienso que son trescientos cincuenta” (en
Nunes, Schliemann y Carraher, 1993, p.19). Otros ejemplos de este
razonamiento fueron documentados por Saxe (1991).

Este tipo de razonamiento se describe mejor como “réplicas™ (para
usar la terminologia de Kieren, 1994) de la relacion original uno-a-
muchos, y la réplica es un procedimiento que mantiene la proporcion,
una invariante significativa en situaciones de multiplicacion, mientras
que los esquemas de adicion simple no involucran dos variables de
este mismo modo. La fuerza de la conexion que hicieron tanto los
pescadores como los supervisores en la correspondencia uno-a-mu-
chos del esquema de razonamiento, queda demostrada por su persis-
tencia en usar el razonamiento escalar complejo, cuando una solucion
funcional habria sido mds bien simple para el mismo problema.

Douady (1996), al discutir su ingenieria didactica para introducir
el algebra, establece un punto similar en relacion a las elecciones que
quedan abiertas a los profesores cuando introducen el algebra por pri-
mera vez. Ella sugiere que los profesores a menudo toman el camino
facil al presentar el dlgebra como: “es igual que la aritmética, pero
hecho con letras”. Ella indica que esta eleccion requerird mucha
redescripcion de los significados de los nifios, si se desea que ellos
hagan progresos en dlgebra posteriormente. Streefland (1990a) ha se-
nalado también que la ensefianza de las fracciones se hace a menudo
conectando fracciones con nimeros enteros, de modo que permita a
los alumnos usar pronto el lenguaje de las fracciones en la clase. A
los alumnos se les ensena que las fracciones son las partes sombreadas
de una figura que ha sido dividida en partes iguales. Todo lo que ne-
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cesitan aprender para usar el lenguaje de las fracciones es un proce-
dimiento de conteo doble: el nimero de partes sombreadas indica el
numerador y el nimero total de partes es el denominador. Streefland
sugiere que esta conexion particular entre el nuevo concepto y los
antiguos significados no resulta a la larga. Propone que una ruta me-
jor, en el proceso de socializacion de antiguos significados en nuevos
conceptos de fracciones, es establecer una conexion inicial entre divi-
dendos mayores que uno y los divisores con representacion fraccional.
Los aprendices serdn capaces, entonces, de usar sus esquemas de par-
ticion para establecer equivalencias tales como 4 dividido por 8 es lo
mismo que 3 dividido por 6 porque cada persona obtiene una mitad”
—un esquema disponible para nifios de siete afios de edad para
arriba(Desli y Nunes, 1996).

Para resumir: aprender matematica en clases es un proceso de
socializacion de significados antiguos en los nuevos conceptos carac-
teristicos de las practicas matematicas. Este proceso involucra
reformulacion o redescripcion, porque no hay una inscripcion simple
de los antiguos significados en los nuevos conceptos. Las elecciones
que hacen los profesores para guiar este proceso de socializacidon en
la clase tiene un impacto sobre cudles redescripciones son hechas en
qué punto del tiempo durante el proceso de aprendizaje. Hay alguna
evidencia relativa a que los conceptos desarrollados dentro y fuera de
la escuela pueden ser diferentes como consecuencia de este proceso
de socializacion. Los empacadores de leche de Scribner, por ejemplo,
eran diestros en usar una base de 16 para calcular, como consecuen-
cia de participar en practicas donde el nimero 16 era una unidad sig-
nificativa para la composicion. Los supervisores y los pescadores con
escasa escolaridad parecian haber asociado su concepto de multipli-
cacion al esquema de razonamiento de correspondencia uno-a-muchos,
resolviendo problemas por réplica y razonamiento escalar mds que por
razonamiento funcional, incluso si este dltimo hubiera sido una suma
mucho mds simple. A pesar de las diferencias, los invariantes sobre
los cuales ya han comenzado los conceptos que se usan dentro y fue-
ra de la escuela son los mismos, y los procedimientos son matemati-
camente equivalentes.
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Aunque la evidencia acumulada hasta aqui es impresionante, se
necesita mucha mds investigacion en el aula si deseamos comprender
mejor este proceso de socializacion de los significados diarios en con-
ceptos matemdticos. Los experimentos de ensefianza, que analizan las
conexiones especificas establecidas inicialmente por los profesores para
reformular los antiguos significados de los aprendices, son particular-
mente importantes. Es muy probable que cualquier conexion simple a
algin tipo de significado antiguo, tenga como resultado conceptos
restringidos y que las conexiones multiples debieran quedar estable-
cidas tan pronto como sea posible por los aprendices.

Los profesores que trabajan en una clase multicultural necesitan
particularmente estar conscientes de las practicas en que participan
sus alumnos fuera de la escuela. Los alumnos de diferentes grupos
podrian estarse apoyando en bases de conocimiento mds bien diferen-
tes, mediante el aprendizaje de diferentes idiomas en casa y la parti-
cipacion de diferentes practicas culturales de relevancia para la clase
de matematica en sus propias comunidades.

En esta seccion, se discutid la socializacion de significados me-
diante la introduccidn de sistemas de signos en la clase de matemati-
ca. En la seccion que sigue se discutird un aspecto diferente del siste-
ma de signos, vale decir, su funcién cuando se transforman en herra-
mientas de pensamiento.

3. Los signos matematicos como herramientas de pensamiento

Pareciera que los sistemas de signos desempefian tres roles dife-
rentes en el raciocinio: 1) un rol capacitador; 2) un rol restrictivo; y
3) un rol estructurador. Cada uno de ellos serd discutido brevemente
en sucesion.

El rol capacitador del sistema de signos

La funcion capacitadora del sistema de signos en el dominio de
los conceptos matematicos se reconoce tan facilmente, que aqui sélo
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se mencionard un solo ejemplo de una actividad matemdtica muy ele-
mental, relacionado con la medicion. Nuestra percepcion de longitud,
por ejemplo, estd sujeta a toda clase de ilusiones. En el caso de la
muy conocida ilusién de Muller-Lyer, por ejemplo, tenemos dificulta-
des en comparar dos segmentos de lineas que se presentan en rela-
cién muy cercana. Nuestra percepcion también estd sujeta a una ilu-
sién de constancia de tamaiio, por la cual sobreestimamos el tamafio
de los objetos a la distancia, como es el caso de la muy conocida
ilusién del tamafio de la luna, la que percibimos como que tiene ta-
maflos variables a medida que transcurre la noche. Nuestro recuerdo
de la longitud también es limitado y no seriamos capaces de mirar
una ventana e ir luego a una tienda a comprar la cantidad exacta de
material para hacerle una cortina. Mds aun: la percepcion de la longi-
tud es subjetiva en el sentido que gente diferente puede no estar de
acuerdo en sus juicios para la longitud en una misma situacion. Por
ejemplo, en el caso de la ilusion Muller-Lyer, diferentes sujetos mues-
tran diferentes niveles de ilusién y no se podria observar acuerdo en-
tre los sujetos cuando se les pidiera estimar el tamano de la diferen-
cia entre los segmentos de la linea. Las culturas han desarrollado, a
través del curso de la historia, sistemas de mediciéon que permiten que
sus usuarios superen sus limitaciones perceptuales, mnemotécnicas e,
incluso, intersubjetivas. Aunque no podamos ver mejor, podemos me-
dir los segmentos de lineas en la ilusién de Muller-Lyer y verificar
que los segmentos de la linea tienen la misma longitud.

El rol capacitador de los signos matematicos es claramente fun-
damental para las actividades matematicas en nuestra vida diaria den-
tro y fuera de la escuela.

El rol restrictivo del sistema de signos

Los sistemas de signos en la matematica, una vez aprendidos,
pueden transformarse en objetos que aplicamos a nuestro razonamiento,
del mismo modo que anteriormente los nifios aplican sus esquemas
de accidn a objetos reales o simbolos que representan objetos. Como
los esquemas de razonamiento se aplican a los sistemas de signos, las
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caracteristicas del sistema tienen impacto en el razonamiento. Por
ejemplo, al escribir nimeros con el sistema hindd-ardbigo de valor de
posicién, nosotros podernos féacilmente hacer adiciones o
substracciones por columnas. Por contraste, no podemos realizar el
mismo algoritmo con nimeros escritos con numerales romanos. Aun-
que las propiedades de los numeros no son diferentes si se les repre-
senta con numerales hindd-ardbigos o romanos, el tipo de algoritmo
que podemos realizar es influido por la representacion.

Nuestros estudios (ver Nunes, Schlieman y Carraher, 1993) so-
bre la aritmética escrita y oral han documentado muy claramente el
impacto del sistema de signos sobre el razonamiento. Los estudios
fueron llevados a cabo en Brasil, donde los nifios de clase obrera son
expuestos a las dos clases de aritmética, una oral y otra escrita.

La aritmética escrita se ensefla en la escuela. Aunque los nifios
necesitan representar los términos de la adicién por si mismos (ya sea
de memoria o contando con los dedos), la préctica aritmética que usan
se caracteriza como escrita debido al rol restrictivo y directivo des-
empefiado por los simbolos escritos durante el calculo. Cuando se lleva
a cabo la adicidn, por ejemplo, una vez que los nimeros son escritos,
el usuario del sistema parece dejar de pensar en los valores como un
todo. Los digitos se agregan de derecha a izquierda. El calculo puede
ser realizado de este modo debido a que el valor relativo del digito
ha sido “descargado” (para usar la terminologia de Hatano, 1996) en
el papel. Serd recuperado mds tarde, cuando se lea el resultado, esta
vez de izquierda a derecha. Los calculos de papel y lapiz explotan las
caracteristicas espaciales del sistema: la adicion es llevada a cabo por
columnas, que deben estar alineadas adecuadamente para que el re-
sultado sea correcto. Esta es, en realidad, una fuente de dificultad para
los nifios en las etapas iniciales del aprendizaje, porque los nifios puede
que no respeten una disposicion en columnas o dispongan la columna
de izquierda a derecha, usando la direccion en que se escriben los
nimeros, como guia. Otra caracteristica del algoritmo escrito es que
todos los digitos se tratan de igual manera, independientemente de su
lugar en el nimero, y los resultados parciales se escriben permitiendo
que se superen rapidamente las restricciones de la memoria.
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Las consecuencias de estas caracteristicas conducen a la predic-
ciéon de fortalezas y debilidades en la ejecuciéon del célculo, como
consecuencia del uso de algoritmos escritos. La fortaleza reside en el
hecho que se puede operar tanto con nimeros muy grandes como con
listas largas de ndimeros, con poco esfuerzo relativo. Por ejemplo,
nosotros podemos sumar listas de nimeros que no podriamos memo-
rizar, usando este algoritmo. La debilidad yace en los tipos de error
esperados en la aritmética escrita. Calcular de izquierda a derecha sig-
nifica que el valor de un error se magnifica a medida que se avanza
en el cédlculo. Calcular sobre la base de digitos, sin considerar la can-
tidad que representa el nimero, también conduce a un debilitamiento
en el control de resultados parciales durante el calculo.

En contraste con la aritmética escrita, la aritmética oral no se
ensefia sistematicamente en las escuelas brasilefias, sino que mds bien
se aprende en situaciones de la vida diaria, tal como es comprar. La
aritmética oral favorece el proceso de control de resultados, porque
las referencias a las cantidades permanecen explicitas a través del pro-
ceso de célculo. Este es llevado a cabo desde pequefias a grandes can-
tidades y es monitoreado continuamente a través del proceso.

Para ilustrar ésto, la solucion tipica a un problema de adicion tal
como 230+150, en aritmética oral seria: “doscientos treinta, mas cien,
trescientos treinta; mas cincuenta, trescientos ochenta.”” De manera
similar, en una substraccion tal como 200-35, la solucidn tipica es
“doscientos menos treinta, ciento setenta; menos 5, ciento sesenta y
cinco”. Un ejemplo final puede darse en un problema de division,
donde un nifio resuelve el problema de distribuir 75 bolitas en partes
iguales entre cinco nifios: “Dar diez bolitas a cada uno, eso es cin-
cuenta bolitas. Quedan veinticinco para repartir entre cinco nifios. (...)
Eso es, cinco méds a cada uno, es quince a cada uno” (Nunes,
Schliemann, y Carraher, 1993).

La aritmética oral, al igual que la préictica escrita, tiene fortale-
zas y debilidades. Es dificil usar la matematica oral con nlimeros muy
grandes y con listas largas, y ésta es una debilidad mayor. Sin embar-
go, el hecho que el significado se mantenga durante el célculo, forta-
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lece el proceso de control del mismo. Cuando se cometen errores, se
espera que sean menores.

Las debilidades de la aritmética escrita, en contraste con la arit-
mética oral, se observaron en estudios que utilizaron un disefio
intersujetos, en los cuales los mismos nifios resolvian problemas usan-
do ya sea la aritmética oral o la escrita en ocasiones diferentes, y un
disefio entre-sujetos, donde a sujetos usuarios de la aritmética oral,
con poca instruccion formal (pequenos productores rurales, supervi-
sores en obras de construccion, pescadores), se les comparaba con
estudiantes que utilizaban mas bien las practicas de la aritmética es-
crita. El uso de pricticas orales llevé a un niamero significativamente
menor de errores en cualquiera de las cuatro operaciones. Al obser-
varse errores, se comprobd que los originados por la aritmética oral
eran relativamente menores que los originados por la aritmética escri-
ta, como quedd demostrado por una asociacidn significativa entre el
tipo de procedimiento aritmético usado y el tamafio relativo del error
(Nunes, Schliemann y Carraher, 1993).

Otro estudio en que se contrastd la aritmética oral y escrita fue
llevado a cabo por Nunes (1993) con problemas de nimeros “redon-
dos”, en los que el calculo desempefiaba un rol menor, sino que mas
bien monitoreaba el proceso de resolucion de problemas, mantenien-
do su significado en la mente era muy importante (?). Los valores
usados eran todos décimas simples (ej. 40, 30, 20); el asunto impor-
tante para el que resolvia el problema era si sumar o restar los nime-
ros. En la aritmética escrita, los que resuelven problemas tienen que
enfrentar el hecho que -20 y -30 necesitan ser sumados juntos aunque
vayan precedidos por el signo menos(-), el cual, bajo otras circuns-
tancias, indicaria substraccion. En la aritmética oral, donde los nime-
ros y las operaciones no estdn representadas en forma escrita, la elec-
cién de operacion no debiera estar influida por dificultades que
emergen de la anotacion escrita.

En este estudio, se asignd a nifios y adolescentes de tres niveles
de escolaridad condiciones de prueba ya sea oral o escrita y se pre-
sentd oralmente los mismos problemas de ntimeros “redondos”. To-
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dos los problemas eran relativos a ganancias y pérdidas de un granje-
ro hipotético en sus diferentes tipos de cosecha, situacion que era fa-
miliar para todos los sujetos. A los que se les asignd la condicion
escrita, se les pidi6 que registraran los nimeros antes de resolver los
problemas y a los que se les asignaba la condicién oral, no tenian
papel y lapiz disponible en la situacidon de prueba.

Los sujetos en la condicion oral se desempefiaron significa-
tivamente mejor que los que tenian asignada la condicion escrita.

Un andlisis de los errores presentes en la condicion escrita indi-
c6 que ellos surgieron de un conflicto entre dos précticas de aritméti-
ca escrita, que los sujetos habian aprendido en el colegio. Este con-
flicto involucraba (al menos) dos reglas mayores. Primero, en la arit-
mética escrita que se ensefia en relacion a nimeros directos, los sig-
nos indican las operaciones y se les ensefia a los nifios que necesitan
ejecutar diferentes operaciones separadamente. Por ejemplo, ellos no
debieran, sumar y restar usando un algoritmo simple. Cuando se in-
troducen los nimeros directos, ya no se usan los signos para repre-
sentar operaciones, porque dos nimeros negativos pueden ser suma-
dos 0 un ndmero positivo puede ser restado de uno negativo. Segun-
do, cuando los sujetos usan los signos de mds y menos para represen-
tar una operacion, ellos no pueden escribir el signo de la operacion
después de la presentacion de la primera cifra en el problema, sino
que s6lo después que la segunda cifra ha sido presentada. En una eta-
pa tan temprana de la presentacion del problema, los sujetos atn no
pueden saber qué operacion necesitardn llevar a cabo y deben esperar
posterior informacién para saber cudl debiera ser el signo.

Por consiguiente, se espera que los errores tipicos en las solucio-
nes de problemas de nimeros “redondos”, sean de dos clases. En el
primer tipo de error, se espera que los sujetos de la condicién escrita
fallen en escribir si la primera cifra del problema es positiva o nega-
tiva. La operacion dependera de si la segunda cifra indica una deuda
o una ganancia y deben esperar hasta que hayan obtenido esta infor-
macion para escribir el signo. Un segundo tipo de error involucra lle-
var a cabo la operacién indicada por el signo, independientemente de
si dos deudas se presentan consecutivamente. Esto podria resultar, por
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ejemplo, en sustraer un numero negativo de otro, en vez de sumarlos.
Estos fueron los tipos de errores observados por Nunes(1993).

Las dificultades de los sujetos con la aritmética escrita, al resol-
ver problemas de nimeros “redondos”, no pueden ser atribuidas sim-
plemente a una falta de comprension de problemas de numeros diri-
gidos, por las siguientes razones. Primero, debe recordarse que los
sujetos fueron asignados al azar a la condicién oral o escrita y que
los sujetos de la condicién oral se desempefiaron casi al nivel maxi-
mo. La asignacion al azar se asume para controlar las capacidades de
los sujetos. Segundo, los sujetos de la condicidn escrita a menudo
fueron capaces de darse cuenta de que habian cometido un error cuan-
do se les pedia que explicaran cémo llegaron al resultado. Ellos se
autocorregian durante esta explicacion oral y concluian diciendo “No
puedo hacerlo en el papel. S6lo puedo en mi cabeza”. Por ejemplo,
se le dio el siguiente problema a J.C.: “Seu Severino (el nombre del
granjero) inicid la estacion con una deuda de 10 cruzados (moneda
brasilefia de la época). Plant6 frijoles y mandioca. Tuvo una ganancia
de 20 en la mandioca y una de 10 en los frijoles. ;Cudl era su situa-
cion al final del afio?” J.C. escribié 10 sin signo (error de primer tipo),
mas 20 debajo (una ganancia requiere un signo mas), y luego 10 en
una tercera fila debajo del 20 sin un nuevo signo. Sumoé todos los
nimeros y escribié 40 como respuesta. Sin embargo, cuando se le
pregunto si 40 era ganancia o pérdida, una pregunta de rutina cuando
los sujetos no indican la direccion del valor, J.C. respondid: “No, no
es eso. No puedo hacerlo en papel. Sacé su ganancia de los frijoles,
pagd los 10 que debia y atn tiene 20 de la mandioca”.

En resumen, el contraste entre la aritmética oral y la escrita ilus-
tra cdmo el sistema de signos y las précticas culturales que les son
pertinentes restringen el raciocinio de los sujetos durante la ejecucion.
Cuando el sujeto es capaz de salirse de un sistema y usar el otro,
puede observarse un proceso de raciocinio diferente. Estos cambios
en el razonamiento no pueden ser considerados sin atribuir un rol
constrictivo al sistema de signos usados en el raciocinio mediador.

Un sistema de signos diferente en el cual se trabaja la aritmética
es el abaco. Los estudios de aritmética en abaco revelan el mismo
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fenémeno: el desempeno de los sujetos durante el cédlculo es restrin-
gido directamente por el sistema de signos que se usen. Hatano (1996)
revisO recientemente la literatura relativa a la aritmética del dbaco y
describi6 las caracteristicas de su uso por los grandes maestros. Los
grandes maestros parece que desarrollan una representacion espacial,
mental del dbaco, que opera como un “dbaco mental”. La investiga-
cién indica que esta representacion interna es espacial (y asi resguar-
da las caracteristicas del sistema externo de signos) por diferentes ra-
zones. Primero, los grandes maestros pueden llevar a cabo célculos
mientras responden a preguntas simples, un hallazgo que indica que
la interferencia verbal no es significativa. Sin embargo, si se les pide
que miren un grafico, su desempefio se interrumpe, un hallazgo que
indica que la interferencia espacial es significativa. Otra indicacion
de que el dbaco interno preserva las caracteristicas espaciales del sis-
tema externo es que los grandes maestros pueden recordar nimeros
con 15/16 digitos y dicen los digitos hacia atrds y hacia adelante con
la misma facilidad, una tarea que no puede ser llevada a cabo fécil-
mente cuando usamos cédigos verbales para recordar digitos. Final-
mente, aunque muestran una memoria maravillosa para digitos, los
que pueden ser registrados en su dbaco mental y asi apoyados por el
sistema de signos, su memoria para listas de palabras, tales como
nombres de flores, no es mejor que la de otros.

Las caracteristicas de la operacion con el dbaco son, en cierto
sentido, similares a las de la aritmética escrita: las operaciones se lle-
van a cabo con digitos y usan representaciones espaciales como apo-
yo. Al igual que la aritmética escrita, el control de los valores durante
el calculo no es parte de la practica cultural. Es méas rapido calcular
dos veces para ver si se obtiene el mismo resultado, que incluir el
control de los valores durante el cédlculo. Obviamente, los grandes
maestros no hacen errores mientras calculan, mientras que los nifios
brasilefnos los hacen cuando usan aritmética escrita. Sin embargo, su
falta de monitoreo del calculo, cuando usan el dbaco, se observa de
dos maneras. Primero, si se les da la misma lista de nimeros para
sumarlos dos veces, en una fila con una leve modificacién (tal como
mover el primer nimero a la dltima posicion de la lista), ellos no
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reconocen que s6lo han sumado los nimeros. Segundo, no simplifi-
can el cdlculo usando hechos relacionados. Por ejemplo, si se les pide
que multipliquen un nimero por 99, no lo multiplican por 100 y lue-
go sustraen un ndmero. Esta dltima técnica se usa cuando la conside-
racion del valor es parte del proceso de célculo.

De este modo, la aritmética del abaco, incluso si es efectuada en
un dbaco mental, conserva los aspectos espaciales del abaco, mas las
fortalezas y debilidades de esta practica cultural.

En conjunto, el andlisis de estas formas diferentes de aritmética
indica que el sistema de signos usados durante el cdlculo, ya sea re-
presentados externamente (digitos escritos, producciones orales) o
internalizados (el abaco mental), parece transformarse en objetos con
los cuales operar. Mientras interactuemos con estos objetos, nuestro
proceso de raciocinio es producto de esta interaccion; el sistema de
signos constrifie lo que podemos lograr con ellos, de un modo que
relaciona a los signos como objetos, por encima y mds alld de las
caracteristicas del concepto de nimero.

El rol estructurador de los signos en la formacion de conceptos.

Cuando pensamos en situaciones-problema, necesariamente usa-
mos sistemas de signos como mediadores. Cuando se usa un sistema
de signos como mediador en una situacion de aprendizaje, éste influ-
ye en nuestras interacciones en la situacion y tipo de concepto que
emergerd de estas interacciones. Esto puede ilustrarse considerando
que el uso de diferentes sistemas en la misma situacion pudiera llevar
a esquemas conceptuales diversos. Deseo ilustrar este punto conside-
rando una serie de estudios en el concepto de drea (Nunes, Light y
Mason, 1993).

Hay dos formas (por lo menos) en los cuales se puede calcular el
area de una figura plana. La primera es la mds comun y se transmite
formalmente en la escuela. Involucra tomar la medicién de la altura y
el ancho de la figura y usar estas medidas en una férmula que da el
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area. Por ejemplo, el drea de un rectdngulo, es la altura por el ancho.
Esta forma de calcular el drea corresponde al esquema de producto
de medidas (ver Vergnaud, 1983). En este tipo de concepto de area,
dos medidas elementales, altura y ancho, obtenidas en centimetros,
por ejemplo, se multiplican para lograr una tercera y nueva medida,
el drea, en centimetros cuadrados. El segundo esquema del drea
involucra partir de unidades del drea —por ejemplo, centimetros cua-
drados—. Si se disponen estas unidades de drea en filas y columnas de
la figura, el drea se calcula multiplicando el nimero de unidades en
una fila por el nimero de filas. Este enfoque es equivalente a explicar
como un esquema de multiplicacion denominado (ver Vergnaud, 71983)
isomorfismo de medidas. En esta concepcion de drea, hay una corres-
pondencia uno-a-muchos entre el nimero de filas y el nimero de uni-
dades de drea en cada fila. Las dos concepciones difieren en un as-
pecto muy bésico: el concepto de producto de medidas involucra tres
variables, mientras que el concepto de isomorfismo de medidas
involucra sélo dos.

Este andlisis nos lleva a hipotetizar que los nifios podrian desa-
rrollar diferentes esquemas para el area, dependiendo de que se les
proporcione experiencias de aprendizaje en los que usaran ya sea uni-
dades lineales o de area. En una serie de estudios sobre el drea (Nunes,
Light y Mason, 1993), se investigd si los nifios podian explicar como
obtenian el area de figuras tales como rectdngulos y paralelégramos
de diferentes formas, que correspondian al tipo de herramienta de
medicion que se les proporcionaba. Las herramientas de medicidn eran,
en este caso, sistemas de signos que podian mediar en sus intentos de
cuantificar el area.

Pedimos a pares de nifios ingleses, de un rango de edad entre 8
y 10 afios, que resolvieran algunos problemas de drea. Estos pares de
alumnos fueron asignados al azar a una de las dos condiciones. En la
primera condicion, se les daba reglas como su instrumento de medi-
cion. En la segunda condicion, se les daba ladrillos de 1 cm., pero no
en la cantidad suficiente para cubrir completamente las figuras, de
modo que no era posible encontrar la solucién cubriendo simplemen-
te la figura y contando el nimero de ladrillos.
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Se les presentd a los nifios dos figuras, en las cuales el 4drea no
podia ser comparada visualmente con exactitud, por ejemplo, dos rec-
tdngulos, uno de los cuales era mds largo, mientras que el segundo
tenia mayor altura. Se le dijo a los nifios que las dos figuras eran
dibujos de dos murallas, que tenian que ser pintadas por dos amigos,
una muralla cada uno. Luego, se les pagaba a los amigos en conjunto
por el trabajo de pintura. Antes de dividir el dinero, deseaban saber si
habian efectuado la misma cantidad de trabajo y necesitaban comparar
la superficie de las dos murallas. No habia dudas que lo que interesa-
ba en la comparacion era la superficie cubierta. Los alumnos recibie-
ron retroalimentacion en los ensayos sucesivos, observando al experi-
mentador cubrir cada figura con papel coloreado cortado de antema-
no, que podia ser readecuado para cubrir perfectamente ambas figu-
ras, cuando tenian la misma drea, pero que cubria s6lo una de ellas
exactamente cuando las dreas eran diferentes. Este procedimiento fue
entendido como una buena prueba de igualdad por todos los nifios.

Aunque se les habia ensefiado a todos los nifios sobre el area, en
la escuela, podiamos esperar razonablemente que ellos tendrian que
desarrollar su comprension del area después, durante nuestros estu-
dios, porque ya se habia documentado (ver Dickson, 1989, por ejem-
plo) que los nifios ingleses en esta etapa no han dominado el area de
rectangulos a pesar de la ensefianza. A los nifios de nuestro estudio,
se les habia ensefiado inicialmente a cubrir las figuras con unidades
de area y a contarlas. Después de esta practica, tenian una clase for-
mal en la que se les ensefiaba la férmula alto por ancho. Esperaba-
mos que los nifios que habian asimilado la férmula, no tendrian difi-
cultad con los problemas iniciales de nuestro estudio, que involucraba
la comparacién de rectangulos, pero si que tendrian que ajustar sus
procedimientos cuando se enfrentaran a una figura en forma de U que
podia ser descompuesta en rectdngulos y también cuando tuvieran que
comparar un rectangulo con un paralelégramo.

El desempefio de los alumnos en estos problemas fue diferente,
como una funcion del sistema de signos que tenian disponibles en la
situacion experimental, reglas versus unidades de area. Se observaron
diferencias tanto en términos de nimero de respuestas correctas y tipo

293



PENSAMIENTO EDUCATIVO. Vol. 19 - 1996 Terezinha Nunes

de concepto usado durante la resolucién de problemas. Los nifios que
tenian unidades de drea disponibles, se desempefiaron significativa-
mente mejor que aquellos que sélo tenian reglas.

Los muchachos que solo tenian reglas como instrumento de me-
dicién, con mayor probabilidad afiadian las medidas en vez de multi-
plicarlas. Ellos calculaban ya sea el perimetro o el medio perimetro.
Algunos alumnos luego tomaron la decision acerca del tamafio relati-
vo de las figuras sobre la base de esta informacion; otros alumnos no
consideraron que esta informacion fuera adecuada, pero no sabian qué
hacer a continuacidn; sentian que no podian decidir si los dos mucha-
chos habian hecho la misma cantidad de trabajo. Las respuestas de
estos sujetos parecen indicar que ellos conciben las medidas lineales
como apropiadas para las evaluaciones lineales. La ensefianza ante-
rior no les ayudaba mucho, porque la herramienta de medicién no
habia sido apropiada para mediar sus interacciones con los objetos,
desde su punto de vista. Un tercer grupo de nifios desarroll6 una es-
trategia de resolucion de problemas que parece muy significativa. In-
tentaron usar la regla como una unidad de area, colocandola contra
uno de los bordes de la figura y moviéndola hacia el otro lado a me-
dida que contaban cuantas reglas cabian en la figura. La regla, como
una herramienta de medicion lineal y convencional, era dejada de lado
y considerada como una unidad de area no convencional. El analisis
del desempefio de estos nifios muestra que sus dificultades con el con-
cepto de area estaban relacionadas con el sistema de signos que ellos
tenian para mediar sus interacciones. Un sistema que proporciona
medidas lineales no parecia un buen medio para ese fin. Incluso los
nifios que podian resolver con éxito los problemas de comparar rec-
tangulos usando el problema de alto por ancho, tuvieron dificultades
en comparar un rectdngulo y un paralelogramo. Ellos no calcularon
que la altura y el lado del paralel6gramo no es lo mismo. Usaron un
concepto de “lado por lado”, que, al aplicarse al paralelégramo, pro-
duce una solucion incorrecta.

Los alumnos que tenian las unidades de drea como instrumento
de medicion descubrieron con frecuencia una férmula para resolver
el problema; el nimero de ladrillos en una fila por el nimero de filas,
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usado con éxito para resolver la escasez de ladrillos. Esta férmula fue
modificada més facilmente para solucionar el problema del drea del
paralelégramo que la férmula alto por ancho que les habian ensefia-
do. La altura del paralelégramo y el nimero de filas son la misma
medida. El relativo éxito de estos alumnos, en comparacion con aque-
llos que tenian reglas, no puede explicarse por una mejor compren-
sién del area, porque ellos habian sido asignados al azar a sus gru-
pos. Esto nos lleva a concluir que su éxito fue posible debido a que
la herramienta de medicién, que medié sus interacciones en la situa-
cién problema, tuvo un efecto en estas interacciones, que resulté en
una concepcion operacional diferente de drea.

Para resumir, el esquema de area de los nifios, en esta serie de
problemas fue claramente influido por la herramienta de medicion
proporcionada. Los nifios que recibieron unidades de drea inventaron
una férmula “nimero de ladrillos en una fila por el nimero de filas”.
Los nifios que habian recibido reglas pueden haber usado una férmu-
la “lado por lado”, aprendida o desarrollada previamente, para calcu-
lar el 4rea de los paralelogramos. Cada sistema de signos parecio arro-
jar luz sobre aspectos particulares del concepto, en vez de otros.

Debe enfatizarse, sin embargo, que el rol estructurador del siste-
ma de signos en la formacion de conceptos no puede ser visto de un
modo determinista. Los sujetos tienen sus propias ideas sobre lo que
desean lograr en la situacion y pueden hacer uso de una herramienta
de un modo inesperado, cuando el sistema mediador mismo es consi-
derado. En estos experimentos, los nifios que deseaban confiar en
unidades de area usaron la regla como unidad de area, mas que un
instrumento para obtener medidas lineales. Asi, los sistemas de sig-
nos desempenan un rol estructurador en las interacciones del sujeto,
como mediadores del razonamiento, pero no determinan el producto
de aprendizaje sin que tomemos en cuenta el propio rol del sujeto en
la situacion.
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4. Valores asociados con el aprendizaje de la matematica
dentro y fuera de la escuela

El interés del impacto de los valores en el conocimiento cognitivo
en general y el desempefio matematico en particular, se desarrollé en
forma muy lenta en la psicologia. Fue s6lo en las dos ultimas déca-
das que comenz6 a quedar en claro que la conciencia de como se re-
presenta socialmente un objeto de conocimiento, tiene impacto direc-
to en el desarrollo del conocimiento del nifio. “No s6lo aprendemos a
resolver problemas. También aprendemos que vale la pena resolver
problemas y que lo que cuenta es una solucion elegante, mas que una
simplemente aceptable”’(Goodnow, 1990, p. 259).

Me interesé por primera vez en este punto cuando, con mis cole-
gas Analucia Schliemann y David Carraher, yo enfrenté el dilema del
éxito de los nifios brasilefios resolviendo problemas en las calles y su
fracaso al resolverlos en la escuela. Aunque la diferencia cognitiva
podia explicarse por el uso de diferentes sistemas de signos como
mediadores del razonamiento, parecia problematico que los nifios re-
currieran a los signos escritos, cuando estaban muy conscientes que
su desempefio era mucho mejor en la aritmética oral. Observaciones
tales como “No puedo hacerlo en papel, s6lo puedo hacerlo en mi
cabeza”, no eran poco frecuentes y correcciones espontdneas de los
resultados escritos sobre la base de estrategias orales se observaron a
menudo, por lo menos en nuestro ambiente experimental.

(Por qué la gente que se sabe mas competente en la aritmética
oral que en la escrita, elige resolver problemas en la aritmética escri-
ta? Los profesores a los que se les hizo la pregunta dieron una expli-
cacion en forma consistente: en la escuela, los profesores estarian
desconfiados al ver un nimero como respuesta a un problema sin el
célculo escrito, porque el alumno podria simplemente haber copiado
la respuesta de un compafiero. Esta linea de explicacion era claramente
social més que cognitiva y se relacionaba con la naturaleza de las
escuelas como institucion: la naturaleza de las interacciones sociales
en la escuela es tal que no se resuelve un problema por el bien del
alumno, debido a su interés personal en €l, sino que por el bien del
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profesor, de modo que éste pueda verificar si el aprendizaje ha ocu-
rrido o esta ocurriendo (ver T. Nunes Carraher, 1990). Por esta razén,
los métodos y procedimientos se transforman en metas, mds que en
medios en la instruccion. Fuera de la escuela, por contraste, los mé-
todos son justamente eso, medios para resolver problemas, y esto per-
mite una mayor flexibilidad (Lave, 1988).

El caracter social del aprendizaje que ocurre en la clase se ha
transformado en el foco de muchas investigaciones. Edwards y Mercer
(1987), por ejemplo, analizaron las interacciones alumno-profesor en
clases y destacaron el doble significado de las comunicaciones del
profesor: proporcionar, pero también validar, conocimiento. Los pro-
fesores no s6lo proporcionan conocimiento, sino que también ense-
flan lo que se considera digno de saber. Los profesores validan for-
mas particulares de conocimiento en clases y excluyen otras; los ni-
flos aprenden cudles son las preguntas buenas y cudles son las tontas
y también aprenden que no todas las respuestas, incluso las correctas,
son valoradas igualmente por el profesor. En otras palabras, las aulas
son escenarios para imprimir caracter social a las estructuras de co-
nocimiento.

El caracter social de las pricticas de numeracion fue documenta-
do en detalle en una comunidad rural de Brasil, por de Abreu, Bishop
y Pompeu (1996). Haciendo un seguimiento del trabajo en la escuela y
en la matematica de la calle, ellos deseaban saber si profesores y alum-
nos en la escuela primaria atribuian diferentes valores a estas dos for-
mas de prictica de numeracion y si habia una relacion entre su valo-
rizacion de estas practicas y el éxito en la matematica escolar. Las
practicas se identifican facilmente, porque recurren a diferentes siste-
mas de representacion -la matemadtica callejera es oral, la escolar es
escrita- y ellas involucran diferentes procedimientos para calcular. De
Abreu et al. observaron que profesores y alumnos por igual considera-
ban la matematica callejera como “practica” y la escolar, como “tedri-
ca”. Ellos reconocian a menudo que ambas formas de numerar podian
llevar a resultados correctos, pero valoraban las précticas diferente-
mente. Los profesores se daban cuenta que la matematica callejera
podia ser eficaz e incluso impresionante (una profesora reconocié que
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su propio padre analfabeto podia calcular mejor usando matematica
callejera que ella misma con su matematica escolar), pero ellos pre-
tendian ensefar s6lo matemadtica escolar: las producciones escritas eran
percibidas como camino al éxito en el sistema educacional. La acti-
tud de los alumnos variaba: algunos alumnos consideraban que la
matemadtica callejera podia llevar a buenos resultados, pero que no era
“la forma correcta” de sumar, mientras que otros la valoraban como
altamente efectiva. Se observé la misma diversidad con respecto a la
matemadtica escolar: algunos alumnos la consideraban menos efectiva
que la matematica callejera, mientras otros la consideraban importante,
junto con o en oposicién a la matemadtica de la calle. De Abreu et al.
observaron tanto a alumnos jovenes (grado 3°) como a mayores (grado
5°). Entre los alumnos mayores en particular, el éxito en la matematica
escolar estaba vinculado a su valorizacién de esta practica, con o sin
desvalorizacién de la matemadtica callejera. Su desempeiio en esta ul-
tima, sin embargo, no tenia relacién con su éxito o fracaso en la ma-
temaética escolar. Asi, no habia relacién entre los dos tipos de conoci-
miento a nivel cognitivo sino que habia una clara asociacion entre la
valorizacion de la matemadtica escolar y su aprendizaje.

Schubauer-Leoni y Perret-Clermont (1996) proponen que se re-
quiere un nuevo enfoque del andlisis de la interaccion en sala de cla-
ses, dado que el conocimiento es socialmente caracterizado en el aula.
En vez del modelo bipolar que nos es familiar, en el que se conside-
ran interacciones profesor-alumno o alumno-alumno, debiéramos pen-
sar en términos de un modelo tripolar, en el que las interacciones a
ser consideradas son entre el profesor, el alumno y un objeto de co-
nocimiento que es construido socialmente. Este enfoque tripolar, ya
introducido en el dmbito de la ensefianza de la matemadtica por
Brousseau (1986) y Chevallard (1988), asume un significado levemente
diferente cuando los aspectos sociales del aprendizaje son considera-
dos en la psicologia: el objeto de conocimiento no es simplemente la
matematica a aprender, sino que también las representaciones socia-
les de la misma que los alumnos desarrollan en la clase. Esta repre-
sentacion social define lo que significa saber y no saber algunos tépi-
cos particulares en la matematica.

298



PENSAMIENTO EDUCATIVO. Vol. 19 - 1996 Terezinha Nunes

Cuando consideramos las representaciones de los alumnos sobre
matemadtica, encontramos que, para mucha gente, ser capaz de resol-
ver un problema no es prueba suficiente de dominar ese aspecto par-
ticular de la matemadtica: en efecto, deben considerar su propio des-
empefio como prueba de su falta de conocimiento, porque no se con-
forma a la representacion de buen desempefio desarrollada en la es-
cuela. Recientemente, nos reunimos con integrantes de un equipo de
dardos que undnimemente afirmaron que todos eran malos para la
matemadtica (ver Nunes y Bryant, 1996) Uno de ellos nos ofrecio la
siguiente prueba de su conocimiento deficiente: debido a que no sa-
bia multiplicar, cuando tenia que realizar una multiplicacidn, la hacia
en base a los nimeros usados en el juego de dardos. Por ejemplo, si
tenia que resolver algo que involucrara 7 x 17, €l solia pensar en tér-
minos de triple 17 (51) mads triple 17 mds 17. Su propio andlisis de
este proceso es que lo hace asi porque “no sabe multiplicar”; desde
una perspectiva diferente, esta solucion podria ser vista como un uso
creativo de la propiedad distributiva. Muchos de nosotros que pensa-
mos que sabemos multiplicar bien, podriamos quedar atascados si se
nos pidiera resolver el problema rdpidamente de este modo oral.

Lo que nos muestran estos ejemplos es que, implicito, en el “con-
trato didactico” (Brousseau, 1986) hay también una valoracion. El
contrato didactico no es s6lo un sistema de expectativas reciprocas y
especificas en relacion al conocimiento ensefiado, sino que también
una validacién de una forma particular de conocimiento. Pero esta
validacion no ocurre sélo en la clase. Como enfatizan SchubauerLeoni
y Perret-Clermont (1996), los profesores en si no son completamente
libres para decidir lo que cuenta como conocimiento en la clase: el
contrato didéctico estd a su vez bajo la regulaciéon de un meta-contra-
to institucional, que esta definido por las representaciones de las ma-
tematicas contenidas en el sistema escolar a través de un curriculum
nacional, textos y formas de evaluacion estandarizadas, por ejemplo.
Schubauer-Leoni (en Schubauer-Leoni y Perret-Clermont, 1996) exa-
minaron el impacto del ambiente institucional en la resolucion de pro-
blemas de los alumnos, comparando la formulacién escrita del mis-
mo problema de célculo ya sea en la clase, donde la tarea era hecha
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colectivamente, como de costumbre pero con una respuesta escrita
individual de cada alumno, o fuera de la clase, en una situacion cara
a cara con un experimentador. Las respuestas escritas de los alum-
nos(8-9 afios de edad; 2° primario) variaban como funcién de los
ambientes: en la clase, en presencia de su propio profesor, los alum-
nos usaban escritura aritmética convencional con mayor frecuencia,
mientras que fuera de la clase, cara a cara con un adulto desconoci-
do, el lenguage natural y el dibujo fueron mds utilizados para resol-
ver estos problemas de célculo.

En resumen: la socializacion de la mente que ocurre en la clase
involucra no sélo la socializacion de significados y el aprendizaje de
sistemas colectivos de signos, sino que también la categorizacion so-
cial del conocimiento con valores. El valor simbdlico agregado a los
procedimientos aprendidos en la clase, resulta a menudo en una de-
valuacion implicita o explicita de los procedimientos aprendidos fue-
ra de la clase. El conocimiento aprendido fuera de la clase a menudo
es minimizado, tratado como matematica menor.

5. Implicancias para la ensefianza de la matematica en una
sociedad multicultural

En este articulo, se han presentado diferentes practicas culturales
que involucran conocimiento matematico, las que coexisten en la mis-
ma sociedad y, a menudo, en las vidas de los mismos nifios. Esto sig-
nifica que cualquier sociedad es, por consiguiente, multicultural: prac-
ticas culturales diferentes, que involucran razonar con nimero y es-
pacio, emergeran con valores diferentes en las vidas de la mayoria de
la gente. Sin embargo, como lo sefiala Goodnow (1990), se requiere
conocer sOlo algunas cosas y se nos permite conocer otras, depen-
diendo de nuestra posicion en la sociedad. Habiéndome criado en
Brasil con poca experiencia en la economia informal, donde ocasio-
nalmente participaba como cliente, se me permitio la “ignorancia se-
lectiva” a la cual se refiere Goodnow respecto a la aritmética oral.
Fue s6lo después de un doctorado en psicologia y algunos afios de
trabajo como investigador que yo aprendi a enfrentar la matematica
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callejera, grabando lo que los sujetos decian mientras me vendian cosas
en la calle, transcribiendo esos registros y tratando de interpretarlos
posteriormente. Aprendi mucho de los supervisores sobre proporcio-
nes y de los granjeros sobre porcentajes. También aprendi que la ma-
yoria de los profesores y la mayoria de los investigadores no saben
mucho sobre la aritmética oral y se permiten la misma ignorancia se-
lectiva que yo me habia permitido antes que me ensefiaran los exper-
tos de la calle. Si nos hubieran pedido que calculdramos 17 x 7, no
podriamos haber hecho lo que los jugadores de dardos hacian tan bien.
Sin embargo, sélo algunas de las préacticas culturales a que somos
expuestos son tratadas como dignas de conocerse por el sistema es-
colar: solo éstas estan destinadas a ser matematica cuando sean evo-
cadas por los profesores en la clase, durante el proceso de socializa-
cion de significados y transmision del sistema de signos.

Una solucion facil podria ser decir que la matemadtica de la calle
se mantiene fuera de la escuela porque no ofrece una base sélida para
aprendizajes posteriores. Sin embargo, el trabajo en el Instituto
Freudenthal en los Paises Bajos (ver, por ejemplo, Streefland, 1990b),
donde las soluciones intuitivas de los alumnos son tomadas en serio
como un punto de partida para el aprendizaje, parece no apoyar esta
especulacion. Lamon (1994) también ha mostrado lo fructifero que es
apelar a la matematica de la calle en la clase, como un buen punto de
partida para aprender fracciones.

El proceso de alienacion de los aprendices por la exclusion de
sus formas de conocimiento, ha sido documentado no sélo por de
Abreu en la clase de matematica, sino que también por varios investi-
gadores en el dominio de la alfabetizacion (ver, por ejemplo, Kumar,
1993). Si los valores y practicas del hogar chocan con las que se en-
frentan en el colegio, se coloca a los aprendices en una posicion difi-
cil, al tener que optar por una o la otra, con consecuencias desafortu-
nadas en cualquier sentido.

. Qué opcién queda para los profesores? Deseo sugerir que la ig-
norancia selectiva no debe ser aceptada tan facilmente. A fin de pro-
seguir con la socializacion de la mente en la clase, necesitamos cono-
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cer una variedad de diferentes practicas matemaéticas de los diferentes
grupos sociales. Estas practicas diferentes pueden ofrecer una vision
de una diversidad de esquemas de razonamiento, muchos de los cua-
les no son corrientemente usados para ventaja de los aprendices en la
clase. Es probable que pueda ganarse mucho en flexibilidad de razo-
namiento, si una mayor variedad de esquemas de raciocinio pudieran
conectarse claramente con los signos matematicos, mds bien que tra-
tar de defender el enfoque actual, de tratar de desarrollar una relacién
lineal entre diferentes partes del curriculum.
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